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基础知识

 离散数学（图论）

 程序设计语言

 数据结构

 算法设计与分析
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图论综述

 1  图的基本概念
图的基本概念、路与回路、欧拉图、哈密顿图、最短路

 2  平面图
平面图与欧拉公式

 3  图的着色
顶点着色、平面图的着色、边的着色

 4  树
树的性质、生成树与割集、树的计数、有根树与二分树、最优

树

 5  网络流
连通度与块、网络最大流、图与二分图的匹配、独立集和覆盖、

Petri网



对应策略

 将问题A对应另一个便于思考或有求
解方法的问题B，化繁为简，变未知为已
知。

 将现实生活中问题转化为图问题

1）经典图论问题解析

2）图论问题解析



一、经典图论问题解析

 将现实生活中问题转化为图问题的
经典问题：

 1  中国邮递员问题

 2  44的黑白格棋盘跳马

 3 过河问题



1    中国邮递员问题

 中国邮递员问题（中国数学家管梅谷）

背景：

一个邮递员从邮局出发投递信件，
他必须在所管辖范围内的所有街道至少
走一次，最后回到邮局。

问题：

选择一条最短的路线完成投递任务。



1）建立数学模型  用图描述问题

G=(V, E, )为一边带权的图。

V中元素为街道交叉点；

E为街道集合；

街道的长度为街道对应边的权，显
然所有权均大于0。



2）问题分析  如何选择路线？
 设G=(V, E, )为一边带权的图，所
有权都非负。邮递员问题就转化为：

 在G中，从某点v出发求一条经过每
条边至少一次的闭路径，使该闭路径所
带的权最小。

 满足条件的闭路径称为最优投递路
线



3）算法分析（解决问题的方法）：图论，分而治
之

 若G为欧拉图，最优投递路线就是从指定
顶点出发的一条欧拉回路。

 若G不是欧拉图，则最优投递路线必须要
有重复边出现，而要求重复边权之和达到最小。

G必有奇顶点，为了消除奇顶点，必须加若
干条重复边，使得重复边的权与原边的权相同，
设所得图为G*，则最优投递路线等价于求G*的
一条欧拉回路，使得重复边权之和 最小，
其中F=E(G*)-E(G)。
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4） G不是欧拉图的最优投递路线算法

当G中只有两个奇顶点u, v时，可先
用标号法求出从u到v的最短路，然后将
最短路上的边连其权各重复一次，得欧
拉图，再走一条欧拉回路，就是G中的一
条最优投递路线。



5）理论基础
 定理1：

C是带权无向连通图G=(V, E, )中
的最优投递路线当且仅当对应的欧拉图
G*应满足：

(1)  G的每条边在G*中至多重复出现一次；

(2)  G的每个圈在G*中重复出现的边的权
之和不超过该圈权的一半。



 证明：必要性

 （1）设C是最优投递路线，即C是G*中的欧拉
回路，满足w(e)最小，F=E(G*)-E(G)。设G中
边e在G*中重复度为m(e)，即在G中的e的两个
端点u, v之间添加了m(e)-1条重复边，若m(e)3，
在G*中u, v之间的边中随便删除两条，不改变u, 
v度数的奇偶性，因而所得图G**仍为欧拉图，
由于G中各边的权均为正，因而W(F2)<W(F1)，
其中F2=E(G**)-E(G)，而F1=E(G*)-E(G)，这
与C是最优投递路线矛盾。



 定理2：
 设带权无向连通图G=(V, E, W)，V’
为G中奇度顶点集，设|V’|=2k (k0)，
F={ e | eE  在求G的最优回路时加了
重复边 }，则F的导出子图G[F]可以表示
为以V’中顶点为起点与终点的k条不交的
最短路径之并。



6）算法步骤：（J. Edmonds和E. L. Johnson70年
代, O(n4)）

 1）若G中无奇顶点，令G*=G，转2，否则转3。
 2）求G*中的欧拉回路，结束。
 3）求G中所有奇度顶点对之间的最短路径。
 4）以G中奇度顶点集V’为顶点集，vi, vjV’，
边(vi, vj)的权为vi, vj之间最短路径的权，得完全
带权图K2k (2k=|V’|)。

 5）求中K2k最小权完美匹配M。
 6）将M中边对应的各最短路径中的边均在G中加
重复边，得欧拉图G*，转2。



2  44的黑白格棋盘跳马

 在44的黑白格棋盘（四分之一国
际象棋盘）上跳马，使得它经过每个格
一次并且仅一次，最后又回到出发点。
能否办到？为什么？



 1）构造数学模型：

 将棋盘转化为无向图，作无
向图G=(V, E)。16个格中各放一个顶点顶
点集V。马跳“日”字，若马能在vi和vj
之间走一步，则vi和vj相邻，于是就组成
了边集。



 2）算法思想：

 G中是否存在哈密顿回路。



 定理（必要条件）

若图G是哈密顿图，则对于顶点集
V的每一个非空真子集S，均成立

(G-S) |S|
其中|S|表示S中的顶点数，G-S表示G中
删去顶点子集S后得到的图。



 3）解：

 删除中心四个点，得6个连通分支，
由上述定理，图中不存在哈密顿回路，
所以无解。



 在88的黑白格棋盘（国际象棋盘）
上跳马，使得它经过每个格一次并且仅
一次，能最后又回到出发点。



3 过河问题

 一个人带了一只狼、一只羊和一棵
白菜过河。河边有一条小船，每次除了
人以外，只能带一样东西。如果人不在，
狼要吃羊，羊要吃白菜。



 1）构造数学模型

 变量表示：M代表人，W代表狼，S代表羊，
V代表白菜，为空集。

 左岸初始情况：MWSV
 左岸可能出现的16情况：

MWSV, MWS, MWV, MSV, WSV, MW, MS, 
MV, WS, WV, SV, M, W, S, V, 

 其中不能出现的6情况：

MWV, MW, MV, WS, SV，M, 



构造图G(V, E)，V中顶点表示剩下
的10中情况，如果经过一次渡河，情况
甲变成情况乙，在情况甲和情况乙表示
的顶点间加一条边，作为E中的边。



 2）算法分析

 在图G(V, E)中找一条从MWSV到的
最短路。



 3）解：7次摆渡

 MWSV  WV  MWV  V  W  S 
MS  

 MWSV  WV  MWV  W  MSW  S
 MS  



二、图论问题解析

 1   项链——欧拉图

 2   旅馆经营——网络流

 3   图的着色

 3.1    考试安排——顶点着色

 3.2    时间表——边着色

 4    舞会——二分图匹配

 5    正方体着色——图的基本概念

 6    关键路径



练习1  项链

 有一条用彩色珠子做的漂亮项链。每
个珠子由两种颜色组成，相继的两个珠子在邻
接处共享一种颜色：

--(green | red) (red | white) (white | green) (green | blue)--

有一天，项链线断了，珠子撒了一地。
收集了地上的珠子，但无法肯定是否收齐。想
知道用目前收集的珠子是否能够联成项链。



 数据实例1
 输入
5
1    2
2    3
3    4
4     5
5     6 

 输出
Some beads may be lost



 数据实例2
 输入 输出
5                                                           2    1
2    1                                                     1    3
2    2                                                     3    4
3    4                                                     4    2
3     1                                                     2   2
2     4 



 建立数学模型：图的模型

 关键问题：什么为顶点？什么为边？



 1)    珠子为顶点，珠子串接的可能为边

 无法将问题的内容表达完全

 如实例2, 在图中可以遍历(1, 2) – (2, 3) 
– (2, 2), 得到的项链不符合题意.



 2)  作G=(V, E)，每种颜色对应一个顶点，
V={v1, v2, ……, vm}，每颗珠子对应一条
边，若有珠子(c1, c2), 就有无向边vc1, vc2。

 找欧拉回路



练习2    旅馆经营
 问题描述：

Praha是一座美丽的旅游城市，每年假期
都有许多游客来Praha度假，Hotel U Veze坐落在
Praha郊区，有R间客房。

假期将要来临，宾馆收到许多旅游公司的
客房订单，但毕竟宾馆客房数有限，不能容纳所
有的游客。

现在假设你是Hotel U Veze的经理，请你
有选择地接受一部分订单，使Hotel U Veze可以
从这些订单中得到最大的收益。每份订单给出它
的起止时间和预定房间数。一旦接受某份订单，
在订单规定的时间内，就必须给旅客提供房间。



 输入输出格式

 输入：

第一行为假期的总天数n和客房总数R，第2
行到第n行是一个邻接矩阵的上三角（不含对角
线），cij表示第i天开房，第j天退房的订单预定
的房间总数。

 输出：

输出总收益天数m；接下来的m -1行中有
一个邻接矩阵的上三角（不含对角线），每个
元素fij表示对预定日期为第i天开房，第j天退房
的订单接受的房间总数。



 输入输出样例

输入 输出

12  2                                  12
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0            0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0               0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0                 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0                    0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0                      0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0                         0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0                            0 0 0 0 0

0 0 0 1                               0 0 0 1
0 0                                    0 0

0                                      0



 建立数学模型：网络流解题

 构造一个能准确描述问题原型、又
便于用标准算法求解的网络模型。用网
络流解题。



 数学模型

构造图G(V, E)。第i天对应顶点i。顶
点i到顶点i+1存在有向边e(i=1, 2, ……, n-
1)，e的流量上限c(e)=+，费用(e)=0。
若第i天开房，第j天退房的订单预定的房
间总数为cij, 且cij>0，则顶点i到顶点j存
在有向边e，e的流量上限c(e)=cij, 费用
(e)=-(j-i)，即天数的相反数。



 算法分析

一个流量代表一份订单，一个流的费用
为相应订单的收益天数的相反数，f个流的费用
为相同起讫日期的订单之总收益天数的相反数。
另一方面，房间数为R，故总流量不得超过R。
所以要获得最大收益，就要求G的流量为R的最
小费用流。

最小费用最大流方法



 练习3   图的着色

 3.1  考试安排——顶点着色

 3.2   时间表——边着色



 3.1  考试安排

 设学校共有n门课程要进行期终
考试, 因为不少同学不止选修一门课, 所
以不能把一个同学选修的两门课安排在
同一场次进行考试. 问学期的期终考试最
少需要多少场次才能完成?



 构造数学模型: 图的顶点着色

 设G=(V, E), 以每门课程为一个顶点，
当且仅当两门课被同一个学生选修时，
在相应两个顶点之间连一条边。得图G。

 将n门功课划分成K个划分U1, U2, …, 
Uk, 每个Ui(1 i k)中顶点两两不相邻，
要求划分数K必须最少。



 算法分析：

 对每一个子集内的顶点上同一颜色，
同色顶点对应的课程可以同时考试。

 同色顶点集是一个独立集



 算法步骤：

（1）求图的所有极大独立集

（2）求出一切若干极大独立集的和含所有顶点
的方案

（3）从中挑选所用极大独立集个数最小者

贪心



 3.2   时间表

 学校有m位教师，X1, X2, ……, Xm和n
个班级Y1, Y2, ……, Yn, Xi老师为Yj班每天
上课，排一个课程表，使所排课时数目
尽可能地少。



 构造数学模型：

 令顶点集X={X1, X2, ……, Xm}，Y={Y1, 
Y2, ……, Yn}，顶点Xi和Yj之间有边Pij相连当
且仅当Xi老师为Yj班上一个课时的课。

  形成一个二分图

 每一学时，教师最多为一个班上课，
每个班至多接受一个教师授课。

  二分图用尽可能少的颜色对边着色，
相邻边颜色不同



 理论基础

 定理 如果G是二分图，则x’(G)=(G)。
（边色数=顶点最大度数）



 练习4   舞会

 一次舞会，共有n位男士和n位女
士参加，已知每位男士至少认识两位女士，
而每位女士至多认识两位男士。问能否将
男士和女士分配为n对，使每对中男士和
女士彼此认识？



 1）构造数学模型：二分图

 n位男士和n位女士分别用顶点表示；

 若某位男士与某位女士认识，在代表他
们的顶点之间连一条线。



 定理：

设G=(V1, V2, E)是二分图，如果

（1）V1中每个顶点至少关联t条边；

（2）V2中每个顶点至多关联t条边；

则G中存在V1到V2的匹配，其中t是正整数。



 所以，可分配。



 练习5    正方体着色
 有4个立方体，用红、黄、蓝、绿4种颜色
将它们面着色，使得4种颜色在每个立方体的6
个面中都至少出现1次。着色方案如下图.证明：
可将这4个立方体堆成四棱柱，使它每个侧面
都呈现4种颜色。

R             R            G           B
RYGB       RYBG       BBRY     GYRG
R             Y             G           Y

(1)            (2)              (3)           (4)



 1）建立数学模型：

用图表示正方体的着色方式：

R(红), Y(黄), B(蓝), G(绿)表示4个顶
点;

顶点相邻当且仅当正方体有两个相对
的面分别桌的是这两种颜色；令Gi表示
正方体i的着色方式，i=1, 2, 3, 4；
G=G1 G2 G3 G4。



 2）算法分析

 存在可行方案的充要条件是G中存
在两个生成子图，均含4条边，且标码为
1，2，3，4的边各只出现一次，每个顶
点关联两条边。



 先按G调整好棱柱的前后两个侧
面，使每个侧面都具有不同的颜色，如下
图1所示；再按G调整左右两个侧面，前后
侧面颜色不变，使左右两个侧面的颜色如
下图2所示。

前 后 左 右

G        R         G          Y
R        B          Y          B
Y        G          B          R
B        Y          R          G





6  关键路径

 1）PERT ( Program Evaluation and Review 
Technique ).  计划评审技术, 1956年。



 2）PERT图
设D是n个结点的有向简单带权图，若满足：

（1）D中无回路；

（2）D中有一个顶点的入度为0，记为v1，称v1为发点，
有一个顶点的出度为0，记为vn，称vn为收点；

（3）任意的vV-{v1, vn}，则v在某条从v1到vn的路径上，
则称D是PERT图。



 在PERT图中，每条边表示一道工序或
一种活动，若有向边(vi, vj), (vj, vk)相邻，则
表示工序(vj, vk)必须在(vi, vj)结束后才能开
始。

 viV, vi表示一种状态，它表示关联
到它的工序都结束后，关联于它的工序才
能开始。

 v1表示工程开始

 vn表示工程结束。



 3）关键状态，关键工序/关键活动
在PERT图中的关键路径是从发点v1到收点

vn的最长（按权计算）的路径。处于关键路径
上的顶点称为关键状态，处在关键路径上的边
称为关键工序或关键活动。

 要使工期缩短，缩小关键路径上边的权。



 4）最早完成时间/最晚完成时间

 最早完成时间

设PERT图为有向图D，任意的viV(D)，称
从发点v1沿最长的路到达vi所需要的时间为vi的最
早完成时间，记作TE(vi)。

TE(vi)是以vi为起点的各工序的最早可能开
工时间，因而称为vi的最早完成时间，它是v1到
达vi的最长路径的权。

1

( )

( ) 0
( ) max { ( ) }, 1

( ) ( , )
j j

i j ji
v v

j i ji j i

TE v
TE v TE v i

v v v v










   


其中， 为 的先驱元集， 为边 的权。



 最晚完成时间

在保证收点vn的最早完成时间TE(vn)
不增加的条件下，从v1最迟到达vi所需要的
时间，称为vi的最晚完成时间，记作TL(vi)。

TL(vi)为TE(vn)与vi沿最长（按权计算）
路径到达vn所需时间之差，TL(vi)是关联于
vi的各道工序所允许的最迟开工时间。

( )

( ) ( )
( ) min { ( ) }, .

( )
j i

n n

i j ij
v v

i i ij

TL v TE v
TL v TL v i n

v v











  

 i j其中， 为 的后继元素， 为边(v ,v )的权。



 5）缓冲时间/松弛时间

TL(vi)-TE(vi)为vi的缓冲时间或松弛时
间，记为TS(vi)。

TS(vi)0，i=1, 2, …, n.



 定理：

TS(vi)=0当且仅当vi处在关键路径上。



三、图论难题思考

 1  图的基本概念（遍历）

拯救大兵瑞恩

 2 网络流标号法

航天实验

家园



1  拯救大兵瑞恩

 问题背景

1944年，特种兵麦克接到国防部
的命令，要求立即赶赴太平洋上的一个
孤岛，营救被敌军俘虏的大兵瑞恩。瑞
恩被关押在一个迷宫里，迷宫地形复杂，
但是幸好麦克得到了迷宫的地形图。



迷宫的外形是一个长方形，其在南北方向被划分为N行，
在东西方向被划分为M列，于是整个迷宫被划分为N*M个单
元。我们用一个有序数对（单元的行号，单元的列号）来表
示单元位置。南北或东西方向相邻的两个单元之间可以互通，
或者存在一扇锁着的门，又或者存在一堵不可逾越的墙。迷
宫中有一些单元存放着钥匙，并且所有的门被分为P类，打
开同一类的门的钥匙相同，打开不同类的门的钥匙不同。

大兵瑞恩被关押在迷宫的东南角，即（N,M）单元里，并
已经昏迷。迷宫只有一个入口，在西北角，也就是说，麦克
可以直接进入(1,1)单元。另外，麦克从一个单元移动到另一
个相邻单元的时间为1，拿取所在单元的钥匙的时间以及用
钥匙开门的时间忽略不计。

你的任务是帮助麦克以最快的方式抵达瑞恩所在单元，

营救大兵瑞恩。





 输入输出结构
 输入：

 第一行是三个整数，依次表示N,M,P的值；

 第二行是一个整数K，表示迷宫中门和墙的总个数；

 第I+2行（1<=I<=K），有5个整数，依次为Xi1,Yi1,Xi2,Yi2,Gi：
 当Gi>=1时，表示(Xi1,Yi1)单元与(Xi2,Yi2)单元之间有一扇第Gi类的门，

当Gi=0时，表示(Xi1,Yi1)单元与(Xi2,Yi2)单元之间有一堵不可逾越的墙；

 （其中，|Xi1-Xi2|+|Yi1-Yi2|=1，0<=Gi<=P）
 第K+3行是一个整数S，表示迷宫中存放的钥匙总数；

 第K+3+J行(1<=J<=S)，有3个整数，依次为Xi1,Yi1,Qi：表示第J把钥匙存
放在(Xi1,Yi1)单元里，并且第J把钥匙是用来开启第Qi类门的。（其中
1<=Qi<=P）

 注意：输入数据中同一行各相邻整数之间用一个空格分隔。

 输出：

 输出文件只包含一个整数T，表示麦克营救到大兵瑞恩的最短时间的值，

若不存在可行的营救方案则输出-1。



 网络流标号法

 1  航天实验

 2  家园



 1  航天实验

NASA正在为航天飞行计划一系列的太空
飞行, 在每次飞行中必须决定进行何种商业性实验和
配载何种仪器设备. S教授正在研究这一问题. 对每
次飞行NASA考察一个实验集合E={e1, ……, en}, 并且
实验ej的商业赞助人已同意为该实验的结果向NASA
支付pj美圆. 实验使用的全部仪器为集合I={I1, …, In};
每个实验室所需要用到的仪器为子集rjI.运送仪器Ik
的运费为ck美圆。

S教授的任务就是找一个有效算法以确定在
某一次指定的飞行中要进行哪些实验并运送哪些仪
器才能使净收益（进行实验所获得的全部收入与运
送仪器的全部费用的差额）最大。



 输入输出结构





 2  家园

问题背景

由于人类对自然的疯狂破坏，人们意识到在
大约2300年之后，地球不能再居住了，于是在
月球上建立了新的绿地，以便在需要时移民。
令人意想不到的是，2177年冬由于未知的原因，
地球环境发生了连锁崩溃，人类必须在最短的
时间内迁往月球。



现有n个太空站处于地球与月球之间（编号
1..n），m艘公共交通太空船在其中来回穿梭，每个
太空站Si可容纳无限的人，每艘太空船pi只可容纳
Hpi人。对于每一艘太空船pi，将周期性地停靠一系
列的太空站（Si1,Si2…Sir），如：（1，3，4）表
示停靠太空站1 3 4 1 3 4 1 3 4 …。任一艘太空船从
任一个太空站驶往另一个任意的太空站耗时为1。人
只能在太空船停靠太空站（或地球、月球）时上船
或下船。初始时的人全在地球上，太空船全在初始
站（太空船pi处于Si1），目标是让所有的人尽快地
全部转移到月球上。



 输入：

文件第一行为三个正整数 n（太空站个数）、 m（太空
船个数）、 k（需要运送的地球上的人的个数），其中
1<=m<=13, 1<=n<=20, 1<=k<=50。

接下来的n行给出了太空船的信息，第i+1行说明太空
船pi，此行第一个数表示pi可容纳的人数Hpi，第二个数
表示pi停靠一个周期的太空站个数r，1<=r<=n+2, 随后r个
数便是停靠的太空站的编号(Si1,Si2,…,Sir), 地球用0表示，
月球用-1表示。0时刻时，所有太空船都在初始站，随后
开始运行，在时刻1，2，3…等正点时刻各艘太空船停靠
相应的太空站，即人只有在0,1,2…等正点时刻才能上下
太空船。



 输出：

 文件只有一个数，若问题有解，输出
完成全部人员安全转移的时刻，否则输
出0。














