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1、 判断下列结论是否正确, 并说明理由(每题5分，其中判断正误1分，说明理由4分，共20分)。

1. 存在7个结点的自补图。
（ 否 ）

自补图对应的完全图的边数必须是偶数，而7个结点的完全图的边数为21。
2. 一个有向图D中仅有一个顶点的入度为0，其余顶点的入度均为1，则D是有根树。
（ 否 ）

一个自环和孤立点
3. 设A, B, C, D是任意集合；f是从A到B的双射，g是从C到D的双射。h: A(C(B(D，其中对于任意的(a, c)(A(C, h((a, c))=(f(a), g(c))成立。则h是双射。
（ 真 ）

（1）证明h是满射。

对于任意的(b, d)(B(D, 则b(B, d(D, 因为f是从A到B的双射，g是从C到D的双射，所以存在a(A, c(C, 使得f(a)= b, g(c)=d成立；即存在(a, c)(A(C, 使得h((a, c))=(f(a), g(c))= (b, d)成立。所以h是满射。

（2）证明h是内射。

对于任意的(a1, c1)(A(C, (a2, c2)(A(C, 若h((a1, c1))=h( (a2, c2))，所以(f(a1), g(c1))= (f(a2), g(c2))。所以f(a1)= f(a2), g(c1)= g(c2)。因为f是从A到B的双射，g是从C到D的双射，所以a1=a2, c1=c2。则(a1, c1)= (a2, c2)。所以h是内射。

所以h是双射。
4．设A, B是集合，若存在A到B的满射，则|B|(|A|。

（ 真 ）

设存在A到B的满射f，对任意b(B，存在x(A，f(a)=b。

而由函数的定义，f(a1)=b1，f(a2)=b2，若b1(b2，则a1(a2。则|B|(|A|。
二、证明：任何平面图是5-可着色的。   （10分）
证明：定理9.10证明，112页。
三、如果在一个地图上任何两个地区都相邻，问在该地图上最多有几个地区？（10分）
4
四、R是集合A上的等价关系，|A|=n，|R|=s。对于A关于R的商集A/R，|A/R|=r。证明：rs(n2。（14分）

习题解析：

(  R、A和A/R三者的基数之间存在什么关系？

1） R是集合A上的等价关系( R对 A形成的一个划分，这个划分就是商集A/R。

2） 取划分的一个块，若块中元素k个，则该块产生的有序对为k2个。

3） r个块的有序对相加，和等于s。r个块中所含元素的个数相加，和等于n。

证明思路和过程：

设A/R的r个等价类集合的元素个数分别是m1, m2, …, mr。则m1+m2+… … +mr =n，m12+m22+… … +mr2 =s。因此，问题转换为证明(m12+m22+… … +mr2)/r((( m1+m2+… … +mr)/r)2，即证明r (m12+m22+… … +mr2) (( m1+m2+… … +mr)2。（可以用数学归纳法进行证明）。

数学归纳法证明：r (m12+m22+… … +mr2) (( m1+m2+… … +mr)2。

归纳基础：

当r=1时，左式= m12，右式= m12，左式(右式，命题成立。

归纳步骤：

设当r=k时，命题成立。即，k (m12+m22+… … +mk2) (( m1+m2+… … +mk)2。

则当r=k+1时，左式=
(k+1) (m12+m22+… … +mk+12)

=k(m12+m22+… … +mk+12)+ (m12+m22+… … +mk+12)

=k(m12+m22+… … +mk2)+kmk+12+(m12+m22+… … +mk2) + mk+12
=k (m12+m22+… … +mk2)+( m12+mk+12)+ ( m22+mk+12)+……+( mk2+mk+12)+ mk+12
右式=( m1+m2+… … +mk+1)2
=( m1+m2+… … +mk)2+2 mk+1 ( m1+m2+… … +mk)+ mk+12
=( m1+m2+… … +mk)2+2 mk+1 m1+2 mk+1 m2+… … +2 mk+1 mk+ mk+12
由归纳假设k (m12+m22+… … +mk2) (( m1+m2+… … +mk)2，以及基本不等式，左式(右式，命题成立。

所以rs(n2。
五、如果有一群人，其中有k个人彼此认识或者有l个人彼此不认识。我们用r(k, l)表示这群人至少是有几个人的人数，称为Ramsey数。证明：r(3, 3)=6。(10分)

证明：6个点v1, v2, v3, v4, v5, v6表示6个人，两人认识时，在对应的两点连一条绿边，否则连一条红边。根据鸽笼原理，与v1相连的5条边中，必有3条同色。不访设v1 v2 ，v1 v3和v1 v4是3条绿边。如果三角形v2, v3, v4上有一条绿边，则此绿边与v1构成一个绿色三角形，于是有3人彼此认识，否则v2, v3, v4构成红色三角形，有3人彼此不认识。则r(3, 3)(6。5个点构成的完全图中，可以既无绿色三角形也无红色三角形，则r(3, 3)>5。则r(3, 3)=6。
六、证明：任何一个竞赛图是半哈密顿图。（10分）
证明：
归纳基础：若竞赛图的顶点数小于4，显然有一条哈密顿有向图。
归纳步骤：假设n个顶点的任一竞赛图是半哈密顿有向图。设G是n+1个顶点的竞赛图，从G中删去顶点v及其关联边，得到有向图G’，由归纳假设，G’有哈密顿有向路(v1, v2, …, vn)，G有3种情况：
（1）在G中有一条弧(v, v1)，则有哈密顿有向路(v, v1, v2, …, vn)；
（2）在G中没有弧(v, v1)，则必有弧(v1, v)。若存在vi，vi是v1之后第一个碰到并且有弧(v, vi)的顶点，则显然得到一条哈密顿有向路(v1, v2, …, vi-1, v, vi, …vn)；
（3）在G中没有弧(v, vi)，而对所有vi，均有弧(vi, v)，i=1, 2, …, n，则得一条哈密顿有向路(v1, v2, …, vn, v)。
七、某一个市镇只有一家旅馆，这个旅馆与通常旅馆没有不同，只是房间数不是有限而是无穷多间，房间号码为1，2，3，4，……我们不妨管它叫希尔伯特旅馆。这个旅馆的房间可排成一列的无穷集合(1，2，3，4，…)，称为可列集。 

　　 有一天，所有房间都住满了。后来来了一位客人，坚持要住房间。旅馆老板于是引用“旅馆公理”说：“满了就是满了，非常对不起！”。正好这时候，聪明的旅馆老板的女儿来了，她看见客人和她爸爸都很着急，就说：“这好办，请每位顾客都搬一下，从这间房搬到下一间”。于是1号房间的客人搬到2号房间，2号房间的客人搬到3号房间……依此类推。最后1号房间空出来，请这位迟到的客人住下了。 

　　 第二天，希尔伯特旅馆又来了一个庞大的代表团要求住旅馆，他们声称有可数无穷多位代表一定要住，这又把旅馆经理难住了。老板的女儿再一次来解围，她说：“您让1号房间客人搬到2号，2号房间客人搬到4号……，k号房间客人搬到2k号，这样，1号，3号，5号，……房间就都空出来了，代表团的代表都能住下了。” 

　　 第三天，这个代表团每位代表又出新花招，他们想每个人占可数无穷多间房来安排他们的亲戚朋友，这回不仅把老板难住了，连老板的女儿也被难住了。

(1) 现在您担任希尔伯特旅馆的客房经理，您准备采取什么方法解决当前的住宿问题？ 

(2) 后来老板的女儿进了大学数学系。有一天，康托尔教授来上课，他问老板的女儿：“要是区间[0，1]上每一点都占一个房间，是不是还能安排？”也请您回答康托尔教授的这一问题，并论证。

（16分，第1小题6分，第2小题10分，其中论证为8分）

(1) 定义双射f: N(N(N (参考教材49页到50页)

[0，1]是不可列集(参考教材50页)
八、设R1和R2是A上的等价关系，C1和C2分别是A中关于R1和R2的划分。（10分）

   证明： R1(R2，当且仅当C1中的每个等价类是包含于C2的一些等价类之中。

证明：

关键：等价关系与等价类。

分析：在集合A上的任何一个等价关系，都可以确定一个划分（A/R），其元素是有关等价类。所以C1= A/ R1，C2= A/ R2。反之，集合A上的任何一个划分都可以确定一个等价关系。

C1= A/ R1={C11, C12, ……, C1m}

C2= A/ R2={C21, C22, ……, C2n}

R1={C11(C11(C12(C12(…… (C1m( C1m }

R2={C21(C21(C22(C22(…… (C2n( C2n }

R1(R2( 对任意C1i,1( i(m, 存在C2j, 1(j(n，使得C1i(C2j。

对任意C1i,1( i(m, 存在C2j, 1(j(n，使得C1i(C2j ( R1(R2。
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