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11.1  连通度与块

一、点连通度与边连通度

衡量一个图的连通程度

图11.1
点

边



1，定义11.1（点割/割点）

设图G的顶点子集V’，(G-V’)>(G)，
称V’为G的一个点割。|V’|=1时，V’中的顶
点称为割点。



2，定义11.2（点连通度/连通度）

设有图G，为产生一个不连通图或
平凡图需要从G中删去的最少顶点数称为
G的点连通度，记为k(G)，简称为G的连
通度。

不连通图或平凡图：k(G)=0；
连通图，有割点：k(G)=1；
完全图：k(G)=n-1；



3，定义11.3（边连通度）

设有图G，为产生一个不连通图或
平凡图需要从G中删去的最少边数称为G
的边连通度，记为(G)。
不连通图或平凡图：(G)=0；
连通图，有一桥：(G)=1；
完全图：(G)=n-1；



4，例（点连通度和边连通度的用处）

n个顶点表示n个站，e条边表示铁路
或者电话线。

为了使n个站连接得“最好”，必须
构造一个具有n个顶点e条边的连通图，
使其具有最大的点连通度和边连通度。



5，定理11.1（点连通度，边连通度与最小顶
点度数的关系）

对任何一个图G，k(G)(G)(G)。

证明方法：分而治之。



证明：

（1）证明(G)(G)。
若G没有边，则(G)=(G)=0；

否则，存在顶点v，d(v)=(G)。删除v的
所有关联边，得到的图必定不连通，所
以(G)(G)。



（2）证明k(G)(G)。
若G是不连通图或平凡图，则k(G)=(G)=0。

若G是连通图，取断集 ，记E’关
联于V1中的点集为V’，关联于 中的点集为V”，
分三种情况分析。
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1) V1-V’或 中至少有一个非空。不失一般性，
设V1-V’，则G-V’不连通，于是有k(G) |V’|
|E’|= (G)成立。

2)                     但 不失一般性，设 =1，
则G-V1为平凡图。于是有k(G) |V1| |E’|=(G)成立。

3)V1-V’=      -V”=，但min(|V1|,    )>1，则从V1和
中各取若干与E’中边关联的顶点，这些顶点构成子
集V2，且使得V1-V2， -V2， V2中顶点关联E’
中全部边，|V2| |E’|，那么G-V2不连通。于是
k(G) |V2| |E’|=(G)成立。
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6，例11.2    证明：设G是有n个顶点的简单图，且
n-2，则k(G)=。
证明方法：分而治之。

证明：

当=n-1时G=Kn，所以k(G)=。
当=n-2时，若顶点v1, v2不相邻，则对任意第3

个顶点v3， G中有边{v1,v3}, {v2,v3}。此时对任意n-3
个顶点构成的子集V’，均有G-V’连通（在G中删去
任意n-3个顶点依然连通）。所以k(G)n-2=。由定
理8.1，(G)，即得k(G)=。



6，定义11.4（ k-连通的）

若图G的k(G)k，称G为k-连通的。



7，定义11.5（ k-边连通的）

若图G的(G)k，称G为k-边连通的。



二、割点与块

1，定理11.2
设v是连通图G的一个顶点，下列论断是
等价的：

(1) v是G的一个割点。

(2)对于顶点v，存在两个不同的顶点u和
w，使顶点v在每一条从u到w的路上。

(3)存在V-{v}的一个分成U和W的划分，
使对任意两顶点uU和wW，顶点v在
每一条从u到w的路上。



证明方法：

(1)(3)
(3)(2)
(2)(1)
/*  参考定理10.1证明 */



证明：(1)(3)
/* v是G的一个割点存在V-{v}的一个分成U和W的
划分，使对任意两顶点uU和wW，顶点v在每一
条从u到w的路上*/

因为v是G的一个割点，G-{v}是不
连通的，它至少有两条分支。设U是由
其中一个分支中的顶点，W由其余顶点
组成，形成V-{v}的一个划分。于是任意
两顶点uU和wW在G-{v}的不同分支
中。因此G中每一条从u到w的路中包含
顶点v。



证明：(3)(2)
/* 存在V-{v}的一个分成U和W的划分，使
对任意两顶点uU和wW，顶点v在每
一条从u到w的路上对于顶点v，存在两
个不同的顶点u和w，使顶点v在每一条从
u到w的路上。 */
(2)是(3)的一个特殊情况，所以立即证得。



证明：(2)(1)
/* 对于顶点v，存在两个不同的顶点u和w，
使顶点v在每一条从u到w的路上 v是G
的一个割点。*/

若v在每一条从u到w的路上，则在
G-{v}中不能有一条从u到w的路，因此G-
{v}是不连通的，即v是G的一个割点。



2，定义11.6（可分图/不可分图）

有割点的非平凡连通图称为可分图。

没有割点的非平凡连通图称为不可分图。



3，定理11.3
设G 是顶点数3的连通图，下列论断是
等价的：

(1) G中没有割点。

(2) G的任意两个顶点在同一条回路上。

(3) G的任意一个顶点和任意一条边在同
一条回路上。

(4) G的任意两条边在同一条回路上。



证明方法：

(1)(2)
(2)(3)
(3)(4)
(4)(1)
/*  参考定理10.1, 11.2证明 */



(1)(2)：归纳法证明

设u, v是G的任意两点，d(u, v)是从u到v的距离。
对d(u, v)用归纳法。

当d(u, v)=1时，由于G中没有割点且n3，因而
G是2-连通的，k(G)2。由定理11.1，
k(G)(G)(G)。所以(G)2。于是可知{u, v}不
是桥，因此G-{u, v}仍连通，即从u到v有一条含
有其他顶点的路，与{u, v}构成一条回路，也即
u, v在同一回路上。



假设d(u, v)=k-1时结论成立。当d(u, v)=k时，令
w是u到v长度k的路上v的相邻点。因d(u, w)=k-1，
按归纳假设G中有一条包含u, w的回路C。又因
G没有割点，所以G-{w}是连通的，且含有一条
u到v的路p。设x是p上与回路C相交的最后一个
顶点，x也可能就是u。不失一般性，假设xC，
于是G中有一条含有u和v的回路：在C上u到x的
一条路，并上p上的x到v的一条路，并上边{w, 
v}，再并上在C上w到u的一条路。



(2)(3)

设u是任意一个顶点，{v, w}是任一边，
由（2）可知，存在包含u和v的回路C，
若wC，则即得证；若wC，由（2），
u, w在同一回路上，那么v一定不是割点。
所以必存在不含顶点v的从w到u的路p。
设x是p与C相交的第一个顶点，则w到x
沿C经u到v，最后回到w的回路即所要求
的回路。



(3)(4)

与(2)(3)的证明类似。



(4)(1)

若G中有割点v，则存在顶点u和w，使v
在每一条u到w的路上，在该路上边{u, x}
与{w, y}（x, y可能为v）必定不在同一回
路上，与（4）假设矛盾。



4，双连通分支

1)  等价关系：对于E中任意两边e1和e2，
e1和e2有关系 e1=e2或者e1和e2在同一
回路上。

2)  等价类E1, E2, …, Ek导出的子图G1, 
G2, …, Gk，每个子图称为G的一个块，
或称双连通分支。



11.2  网络最大流
一、基本概念

1，定义11.7（网络）

设连通无自环的带权有向图中
有两个不同顶点s和t，且在弧集E上定义
一个非负整数值函数C={cij}，称该有向图
为网络，记为N(V, E, C)。

称为s发点， t为收点，除s和t
以外其他顶点称为中间点。 C称为容量
函数，弧(i, j)上的容量为cij。



2，定义11.8（流量）

在网络N(V, E, C)的弧集E上定义一个非负整数值函
数f={fij}，称f为网络N上的流， fij称为弧(i, j)上的流量。
若无弧(i, j)，则fij定义为0。设流f满足下列条件：

（1）容量限制条件：对每一条弧(i, j)，有fijcij。

（2）平衡条件：除s和t外的每个中间点k，有
iVfki=jVfjk，对于s和t有

则称f为网络N的一个可行流，Vf为流f的值，或称f的
流量。若N中无可行流f’，使Vf’ >Vf，则称f为最大流。

,
,

f
i V ki j V jk

f

V k s
f f

V k t 

   
 



3，定义11.9（饱和的/未饱和的）

若fij=cij，则称弧(i, j)是饱和的；

若fij<cij，则称弧(i, j)是未饱和的。



4，应用

网络----运输网络

目的----找出它的最大流量的值



5，定义11.10（割）

设N(V, E, C)是有一个发点s和一个
收点t的网络。若V划分为P和 ，使
则从P中的点到 中的点的所有弧集称为
分离s和t的割，记为

若从网络N中删去任一个割，则从s到
t之间不存在有向路。

P , ,s P t P 

P
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（1）割的容量

割 的容量是它的每条弧的容量之和，
记为

，即

对于不同的割，它的容量显然不同。
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（2）最小割

若N中不存在割 ，使 ，
则称 为最小割。
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定理11.4
对于给定的网络N=(V, E, C)，设f是任一
个可行流， 是任一个割，则( , )P P ( , )fV C P P



证明：根据流的平衡条件可知：对于发
点sP有iVfsi-jVfjs=Vf.对于P中不是发
点s的中间点k有iVfki-jVfjk=0.则得
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对于任何割(P,      )，流的值等于从P中的
顶点到 中的顶点的所有弧上流量之
和减去从 中的顶点到P中的顶点的所
有弧上流量之和。

P

P



二、最大流最小割定理

最大流的值小于或等于最小割
的容量，所以如果找到一个可行流，使
得Vf=C(P,      )，则f是最大流。

Ford,  Falkerson，1956，最大
流最小割定理

P



1   定理11.5（最大流最小割定理）

在任一网络N中，从s到t的最大流
的值等于分离s和t的最小割的容量。

构造性证明：寻求最大流的方法，从s到t
的关于f的增广路



证明：设f是一个最大流，用以下方法定
义P：

令sP。如果iP且fij<cij, 则jP；
如果iP且fji>0, 则jP。任何不在P中的
顶点在 中。



证明tP。/*反证*/
假设tP，则得到一条从s到t的路。定义路的

方向是从s到t，如果上弧的方向与路的方向一致，
称该弧为向前弧；如果上弧的方向与路的方向相
反，称该弧为向后弧。由的定义可知，在向前弧(i, j)
上必有fij<cij，在向后弧(j, i)上必有fji>0。路称为从
s到t的增广路。

设1是路上所有向前弧上ci,i+1-fi,i+1的最小值，
2是所有向后弧上fj+1,j的最小值， =min(1, 2), >0，
在向前弧上可增加流量，在向后弧上可减少流量，
使得流f修改后得到的流f’仍满足流的条件，并且流
的值增加，这与f是最大流矛盾。因此tP，于是得
到分离s和t的割(P,     )。P
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由 的构造，如果 有

以及

又对任一割 ，

所以，对上述构造的割，有

因为 是最大流，由定理8.4， 是最小割，并且

最小割的容量等于最大流的值。



2  定理11.6
可行流f是最大流当且仅当不存在从s

到t的关于f的增广路。



三、最大流的标号方法

两个过程：标号过程和增广过程

通过标号过程找一条增广路，再由增广
过程确定网络流量的增量，并且去掉标
号。



1，标号过程

(1)给定初始流，不妨设初始流的值为0；给发点标
号(-, s)，其中s=+。
(2)选择一个已标号的顶点p，对于p的所有未标号的
相邻点q，按下列规则标号：

a)如果弧(p, q)，q未标号，当cpq>fpq时，则点q标号
(p+, q)，其中q=min{p, cpq-fpq}；当cpq=fpq时，
则q不标号。

b)如果弧(q, p)，q未标号，当fqp>0时，则点q标号
(p-, q)，其中p=min{p, fqp}；当fqp=0时，则q点
不标号。

(3)重复第(2)步直到收点t被标号为止，或不再有顶
点可以标号为止。



如果t点给出标号，说明存在一条增广路，
则转向增广过程。

如果t点未被标号，说明不存在增广路，
则算法结束，所得的流为最大流。



2，增广过程

如果在收点t已标号(y+, t)，已知其中t=min{y, 
cyt-fyt}，则存在一条从s到t的增广路。
(1)修改流f，使得沿增广路在向前弧上流量增加t，
在向后弧上流量减少t，于是得到新的流f’，且有
Vf’=Vf+t。然后去掉顶点上标号。

(2)对流f’重新进行标号过程。

如果在收点t没有标号，标号算法结束，用P表示所
有已标号的顶点集， 表示所有未标号的顶点集，
于是得到的 便是最小割，它的容量等于最大流
的值。

P
( , )P P



定理11.7（整数流定理）

任一网络中，若所有弧的容量是
整数，则必存在整数最大流。



11.3  图与二分图的匹配

问题1：
m家公司到复旦大学来招聘，每家公司在
复旦大学只招一人，有n名复旦大学学生，
每个学生的心目中有自己可以接受的公
司的一个清单。

问：

是否每个学生都能得到工作？

如果不可能，最多可能有多少位学生能
得到工作？



问题2：错插信笺问题

给n位同学各写好一封信的信笺，又写好
了给这n位同学的信封，问有多少种可能
把信笺都插错了信封？



11.3  图与二分图的匹配
一、匹配的概念

1   定义11.11
在图G=(V, E)中，M是边集E的子集，并且M中没

有两条边相邻，称M是G的一个匹配。

若M中的一边关联于顶点v，则称v为关于M饱和
的。M中的边的两个端点称为在M下配对。

若G中每一个顶点是关于M饱和的，则称M为G的
完美匹配。

若G中不存在匹配M’，使|M’|>|M|，则称M为G的
最大匹配。



2  基本性质

对给定的图可能有许多不同的最大匹
配。

完美匹配必是最大匹配，反之不一
定。



3   定义11.12
设M是G的一个匹配，若在G中有一

条路，它的边在E-M和M中交错地出现，
则称该路为关于M的交错路。

若关于M的交错路的起点和终点不是
关于M饱和的，则称该路为关于M的增广
路。



关于M的增广路中属于E-M的边数比
属于M的边数多1。

若p是关于M的增广路，则M’=Mp是
一个匹配，并且|M’|=|M|+1。其中
Mp=(Mp)-(Mp)称为边集与边集的环
和。



4   定理11.8（匹配的基本定理）

在图G中，M是最大匹配G中不包
含关于M的增广路。



证明

证明：/* M是最大匹配  G中不包含关
于M的增广路，用反证法证明 */



/*M是最大匹配  G中不包含关于M的增广路，
用反证法证明*/

假设M不是最大匹配，则存在匹配M’，使
|M’|>|M|。设由MM’导出的图G(MM’)记为H，
它的每个分支或者是交错路，或者是交错回路。
因为M和M’都是图G的匹配，H中每个顶点度
数至多为2，于是每个分支中的每个顶点度数
至多是2，所以每个分支或者是回路，或者是
路，并且其上的边交错地属于M和M’。由于
|M’|>|M|，因而H中必有一条路p，它的起点和
终点都是关于M未饱和的，也一定是G中关于
M未饱和的顶点。因此在G中存在关于M的增
广路，这与假设矛盾。



定理11.8（匹配的基本定理）用于判定
一个匹配不是最大匹配。



5  完美匹配与最大匹配

最大匹配，并且所有顶点关于M饱
和，则为完美匹配。



二、二分图中的匹配

问题：求二分图中最大匹配和完美匹
配。



1      二分图G(V1, V2)，有完美匹配的必
要条件是|V1|=|V2| ，但并非充分。



1）例11.4    残缺棋盘问题

/* |V1||V2| */
把一个88国际象棋棋盘的两个对角

剪去后，得到一个残缺棋盘。现有31张
纸片，每一张纸片的大小恰好就是棋盘
上黑白两个方格组成的长方形的大小，
问能不能用这31张纸片不重叠地完全盖
住这个残缺的棋盘？



解题分析：

二分图G(V1, V2)：每个顶点表示棋
盘中的一个方格，有62格。G中每两个
顶点相邻当且仅当对应的黑白格相邻，
得二分图G(V1, V2)。

|V1|=30，|V2|=32，|V1||V2|，所以
G(V1, V2)中没有完美匹配。



2）例11.5   工作安排问题

/* |V1|=|V2| */
某单位有6个工人x1, x2, ……, x6，

现有6项工作y1, y2, ……, y6需要有人做。



解题分析：

二分图G(V1, V2)：xi表示工人，yi表
示工作，工人xi能做工作yi， xi与yi之间
有一边。

 能否找到一个使y1, y2, ……, y6饱
和的匹配，因为|V1|=|V2|，所以饱和匹配
一定是完美匹配。



2  求二分图最大匹配的方法——标号法

设二分图G(V1, V2)， V1={x1, x2, …, xn}，
V2={y1, y2, …, ym}，给定一个匹配M（可取
M=）。V1中取一个未饱和的点xi标号(+,0)，
按下列原则扩大标号点：

（1）如果V1中某顶点xj已标号，并且存在一条
以xj为一个端点的不属于匹配M的边(xj, yk)， yk
没有标号，则yk标号(+, xj)。
（2）如果V2中某顶点yl已标号，并且存在一条
以yl为一个端点的属于匹配M的边(yl, xr)，xr没
有标号，则xr标号(+, yl)。
重复（1）和（2）。或者使V2中的某一个未饱
和点得到标号，或者V2中未饱和点均未能标号，
而使标号过程进行不下去。



当出现前一种情况时，得到一条关
于M的增广路，于是可以得到一个新的
匹配M’=M，并且|M’|=|M|+1，抹去所
有的标号，对M’重新标号，即将M’仍记
为M，按上述原则标号。

出现后一种情况时，标号停止。



在V1中取定的一个未饱和点xi开始进行
标号，如果标号结束时，没有找到增广
路，说明以xi为一个端点的增广路不存在。
对于V1的每个未饱和点开始进行标号，
如果都没有找到增广路，则所得到的匹
配是最大匹配。



利用网络中最大流的标号法来求二分图中最
大匹配的方法。

设G(V1, V2, E)是二分图，今构造一个网络
N(V’, E’, C)又记为N(G)，它是一个带权有向
图，其中V’= V1UV2U{s, t}, E’={(s, x)|xV1} 
U{(y, t)|yV2}U{(x, y)| xV1, yV2, (x, y) E}。
对任意xV1, yV2, 令csx=cyt=1, 对任意弧(x, y), 
xV1, yV2, 令cxy=1，这个网络的发点是s，
收点是t。



3   定理11.9
二分图G(V1, V2)的最大匹配的边数

等于它对应的网络N(G)中最大流的值。



证明：设M是二分图G(V1, V2)的最大匹配。在对应
网络N(G)中，对于M的每条弧(x, y)，在N(G)中存
在一条从s到t的有向路(s, x, y, t)，其上每条弧的流
量为1，显然这些有向路是点不相交的。设N(G)中
最大流的值为Vf，则必有Vf|M|。

由定理8.7，若网络中所有弧的容量为整数，则
存在整数最大流。不妨设f为整数流函数。由标号法
可知，从s到t的有向路形如(s, x, y, t)，其中xV1，
y V2。这样的有向路上每条弧流量为1，所以不存
在有非零流量的弧(x, y’)或(x’, y)。因为csx=1，
cyt=1，并且从s到V1中每个顶点x只有一条弧，从V2
中每个顶点y到t也只有一条弧。于是弧集{(x, 
y)|fxy=1}是G的一个匹配M’。因此最大匹配M使
|M||M’|=Vf，从而得到|V| =Vf。



三、霍尔（Hall）定理

霍尔婚姻定理，1935，霍尔



1  定义11.13（邻集）

图G的任意一个顶点子集AV，所有
与A中顶点相邻的顶点全体，称为A的邻
集，记为(A)。



2，定义11.14（完全匹配）

若M是二分图G(V1, V2)的一个匹配，
使V1中每个顶点关于M饱和，则称M是从
V1到V2的完全匹配。

显然，若|V1|=|V2|，则从V1到V2的完
全匹配就是G的完美匹配。



3，定理11.10（霍尔定理）

设二分图G(V1, V2)，G含有从V1
到V2的完全匹配对于任何AV1，有
|(A)||A|。



证明：假设V1中每个顶点关于匹配M
饱和，并设A是V1的子集，因A的每个顶
点在M下和(A)中不同顶点配对，所以有
|(A)||A|。







11.4  独立集, 覆盖

一、点的独立集与覆盖

1，定义11.15（独立集）

设无自环图G=(V, E)，若V的一个子
集I中任意两个顶点在G中都不相邻，则
称I是G的一个独立集。

若G中不含有满足|I’|>|I|的独立集I’，
则称I为G的最大独立集。它的顶点数称
为G的独立数，记为0(G)。



2，定义11.16（点覆盖）

设无自环图G=(V, E)，若V的一个
子集C使得G的每一条边至少有一个端点
在C中，则称C是G的一个点覆盖。

若G中不含有满足|C’|<|C|的点覆盖C’，
则称C是G的最小点覆盖。它的顶点数称
为G的点覆盖数，记为0(G)。



3，定理11.11
V的子集I是G的独立集V-I是G的点

覆盖.



/*证明方法：直接推导*/
证明：由独立集的定义，I是G的独立集
当且仅当G中每一条边至少有一个端点在
V-I中，即，V-I是G的点覆盖。



4，推论11.1
对于n个顶点的图G，有0(G)+0(G)=n。



/*证明方法：直接推导*/
证明：设I是G的最大独立集，C是G的最
小点覆盖，则V-C是G的独立集，V-I是G
的点覆盖，所以n-0=|V-I|0，n-0=|V-
C|0，因此0+0=n。



二 边的独立与覆盖

1，图G=(V, E)，最大匹配的边数为G的
边独立数，记为1(G)。



2，定义11.17（边覆盖）

若E的一个子集L使得G的每一个顶点
至少与L中一条边关联，称L是G的一个
边覆盖。

若G中不含有满足|L’|<| L|的点覆盖
L’，则称L是G的最小边覆盖。它的边数
称为G的边覆盖数，记为1(G)。



G有边覆盖>0



3，定理11.12
对于n个顶点图G, 且(G)>0, 则

1(G)+1(G)=n.



证明方法：分而治之

（1）1(G)+1(G)n
（2）1(G)+1(G)n



证明:1(G)+1(G)n
证明：设M是G的最大匹配，|M|=1(G)。
设F是关于M的未饱和点集合，有|F|=n-
2|M|。又>0，对于F中每个顶点v，取一
条与v关联的边，这些边与M构成边集L，
显然L是一个边覆盖，且|L|=|M|+|F|, 于是
|M|+|L|=n. 又|L|1(G), 所以1(G)n-
1(G), 即1(G)+1(G)n.



证明: 1(G)+1(G)n
证明：设L是G的最小边覆盖，L=1(G)。令
H=G(L)，H有n个顶点。又设M是H的最大匹配，
显然也是G的匹配，且ML。以U表示H中关于
M的未饱和点集合，且有|U|=n-2|M|。因为M是
H的最大匹配，所以H中U的顶点互不相邻，即
U中顶点关联的边在L-M中。因此|L|-|M|=|L-
M||U|=n-2|M|。于是1(G)+1(G)n。



三、科尼格（König）定理

科尼格（König），1931，与霍尔定理相
关



1，引理11.1
设M是一个匹配，C是点覆盖，且

|M|=|C|，则M是最大匹配， C是最小点
覆盖。



证明：若M*是G的最大匹配，Č是G的最
小点覆盖，1(G)=|M*|，0(G)=|Č|，则
|M| 1(G)  0(G)  |C|。由于|M|=|C|，
所以|M|=|M*|=1(G)，|C|=|Č|= 0(G)。



2，定理11.13（科尼格定理）

在二分图G(V1, V2)中，有
1(G)=0(G)。
/*边独立数=点覆盖数*/



证明：设M*是G的最大匹配，U是V1中关于M*
未饱和点集合。又设Z表示与U中每一个顶点有
关于M*交错路相连的顶点集合，因为M*是最
大匹配，所以G中不包含M*的增广路，由定理
11.8，U是Z中仅有的未被M*饱和的顶点集合。
令A=ZV1, T=ZV2，由定理11.10的证明，可
知T中顶点关于M*是饱和的，并且(A)=T。
定义Č=(V-A)T，G中每一边至少有一个顶点
在Č中，因为否则至少有一边，其一端点在A
中，另一端点在V2-T中，这与(A)=T矛盾，所
以Č是G的一个点覆盖。显然，|Č|=|M*|。又由
引理11.1，得1(G)=0(G) 。



3，推论11.2
在>0的二分图G(V1, V2)中，有

0(G)=1(G)。
/*独立数=边覆盖数*/



证明：利用定理11.11的推论11.1以及定
理11.12可知1(G)+1(G)=0(G)+0(G)。
再由定理11.13即得0(G)=1(G)。



11.5  Petri网

Petri网：并行处理的图论模型，模拟和
研究并行处理的一种方法。

用于对动态系统建立数学模型



1  Petri网图及标记

[1]例：指令序列（图8.19）
A=1
B=2
C=3
A=A+1
C=B+C
B=A+C
/*前三条指令可以以任何次序或并行地执行*/



[2] 定义11.18 (Petri网)
有向二分图G=(V, E), V=PT, 且

PT=, E中每条弧关联于P中的一个成
员, 称该有向图为Petri网.

P称为位置(Place)集, T称为变迁
(Transition)集.

用圆圈表示位置, 竖线或水平线表
示变迁.





[3] 定义11.19(有标记的Petri网)
对一个Petri网分配给每个位置p一

个非负整数n, 得到的Petri网称为有标记
的Petri网, 标记(Marking)用M表示. 并称
位置p有n个权标(token), 每个权标用一个
黑点表示, 画在圆圈(位置)内部. 形式地说,
一个Petri网的标记是一个从位置集P到非
负整数集N的函数, M: PN.



2 Petri网的执行规则

[1] 例11.6  用Petri网描述图11.19



[2] 定义11.20
在一个Petri网中, 如果一条弧是从位置p

到变迁t的有向弧, 则称p是关于变迁t的一个输
入位置, 类似地可定义输出位置. 

如果关于变迁t的每个输入位置至少有一
个权标则称t是受权的（enable）。

对于一个受权的变迁，从每个输入位置
中移出一个权标而对每个输出位置加入一个权
标，则称受权变迁的发生（firing）。



[3] 定义11.21
如果一个发生序列将标记M转换为

标记M’, 则称M’是从M可达的.



3  活性，安全性

[1]  定义11.22
设一个Petri网的标记为M. 如果从M开

始, 不管已经出现怎么样的发生序列, 仍
可继续通过某发生序列使任何给定的受
权变迁发生, 则称该Petri网的标记M是活
的.



[2] 定义11.23
设Petri网标记为M. 存在某正整数,使

得在任何发生序列中没有位置能得到多
于个权标, 则称该标记M为有界的. 如果
标记M在任何发生序列中, 没有位置能得
到多于一个权标, 则称标记M是安全的.








